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MATEMATICA ESATTA E MATEMATICA. APPROSSIMATA ©’ 


1. Da tempo si afferma, a ragione, che la matematica, coi suoi 
metodi, ha dato ad altre scienze, principalmente all’astronomia, alla 
geodesia, alla meccanica, alla fisica, uno strumento potente di ri- 
cerca e di progresso ; e altre scienze ancora, p. es. la chimica, le 
scienze naturali, la sociologia, le scienze attuariali, man mano che 
si accentua in esse la prevalenza di problemi quantitativi sulle 
questioni puramente qualitative — la ricerca cioè, nei loro feno- 
meni, dell'elemento numerico e della legge che lo governa — ten- 
dono anch'esse ad appropriarsi quei medesimi metodi e a farne 
tesoro (2). Il calcolo infinitesimale, mentre consentiva, nel secolo 
XVIII, le prime applicazioni, realmente grandiose, aveva suscitate 


(1) V. principalmente: F. KLEIN, Anwendung der Differential- und Integralrech- 
mung auf Geometrie ; cine Revision der Principien (litogr. Leipzig, 1902); come pure 
i seguenti lavori: 

F. KLEIN, UVeder den allgemetnen Functionsbegriff und dessen Darstellung durch 
cine willkiirliche Curve, Erlanger Sitzungsber., 8 dic. 1873; e anche: Math. Apnn., 
vol 22 (1883), pag. 249. i 

F. KLEIN, Gutackten der Gottinger fphilosophischen Facultàt detreffend die Be- 
neke-Preisaufgabe fiir rIgor, Gitt. Nachr., aprile 1901. V. anche l’estratto nei Math. 
Ann., vol. 55 (1902), p. 143. 

H. BURKEARDT, AMathematisches und naturwissenschaftliches Denken, Jahresber. 
d. Deutschen Math.-Ver., vol. 11 (1902), p. 49. 

K. HEun, Die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen Technik, Bericht er- 
stattet der Deutschen Math.-Ver. (Jahresber., vol. 9, 1900-Ot). 

G. VIVANTI, Recensione di F. Klein, Anwendung ecc., Boll. di bibliogr. e St. 
delle sc. mat., anno 1903). 

(2) Forse già nella Scuola di Crotone (500 av. Cr.), si aveva un'idea, vaga e in- 
completa, dell’essere i fenomeni fisici governati da leggi traducibili in formole matematiche. 
E anche a CARTESIO la natura appariva, sempre vagamente, come un meccanismo retto 
da leggi matematiche. Un’idea molto più chiara di ciò l’ebbe certamento GaLILEO. Alla 
fine del secolo xvII GIACOMO BERNOUILLI affermava : Owmzes disciplinae mathesi indi- 
gent, mathesis nulla. E KANT : /n jeder besonderen Naturlehre kann nur so viel ei- 
gentliche Wissenschaft angetroffen werden, als darin Mathematik anzutreffen ist (Me- 
taphisiche Anfangsgriinde der Naturwissenschaft, 1786 ; Vorrede, p. vin). Questa convin- 
zione, dovuta al suo entusiasmo per la sicurezza apodittica della matematica, sembra però 
gli sia venuta meno in seguito. 
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altresi speranze sempre maggiori (1). Dalla legge di NEWTON, ap- 
plicata al caso dell'attrazione reciproca del sole e di un altro corpo 
celeste, si erano infatti dedotte, come conseguenze logiche, le leggi 
di KEPLERO sui movimenti dei pianeti, le quali risultavano con- 
fermate dalle osservazioni, a meno di lievi differenze. D’ALEMBERT 
nella sua Dinamica (1743) affermava essere il suo « Principio » 
sufficiente a determinare i movimenti di corpi agenti gli uni sugli 
altri in un modo assegnato qualsiasi; e LAGRANGE riduceva la 
meccanica (1788) a « des opérations algébriques, assujéties à une 
marche régulière et uniforme », spingendo la sua immaginazione 
fino a concepire il corso dell'Universo come rappresentato da 
un’unica, immensa equazione differenziale ! Questo periodo, in certo 
modo erotco, si prolungò ancora per forse metà del secolo XIX, 
sotto la spinta dei complementi e perfezionamenti portati alla trat- 
tazione analitica della meccanica, sopratutto da HAMILTON e JA- 
COBI, e delle sempre più larghe applicazioni nei vari campi della 
fisica (problema delle corde vibranti, teoria dell’elasticità, propa- 
gazione del calore, teorie delle ondulazioni luminose...). 

A questo periodo eroico, per legge ineluttabile, doveva seguirne 
uno di carattere prevalentemente critico. Non si tardò infatti ad 
accorgersi che le premesse delle teorie matematiche non sono di 
solito, in pratica, rigorosamente soddisfatte (e qualche volta non 
lo sono nemmeno con una certa approssimazione). Nella stessa geo- 
metria, considerata generalmente come un ramo di matematica 
pura, e che è certo la più pura e la più astratta di tutte le scienze, 
dopo la logica e l’aritmetica, la costruzione della geometria non- 
euclidea mise per prima in evidenza il vero carattere, approssimato, 
di ogni teoria geometrica; il fatto cioè che le figure geometriche, 
oggetto di studio, sono soltanto enti ideali, immagini approssimate 
e semflificate di oggetti esistenti in natura; e che i nuovi risultati 
a cui si perviene per mezzo di sviluppi deduttivi costituiscono 
perciò previsioni, le quali a loro volta troveranno corrispondenza 
nel modo fisico solo con una certa approssimazione, dipendente dal 
grado di approssimazione con cui gli enti primitivi (ideali) rappresen- 
tano gli enti fisici di cui sono immagini. Nello studio del movi- 
mento di una macchina, anche la più semplice, vi sono circostanze 


(1) Il progresso recato, nelle applicazioni al mondo fisico, dalla scoperta del calcolo 
infinitesimale fu paragonato al passaggio dal lavoro individuale, di mestiere, al lavoro di 
uno stabilimento industriale (STACKEL, Geltung und Wirksamkeit der Mathematit, Jahres 
ber. d. Deutschen Math. - Ver., vol. XX, (19II), p. 117). 
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relative p. es. agli attriti, alla distribuzione delle masse, che non 
si possono assolutamente introdurre nel calcolo, se si vogliono evi- 
tare nella trattazione analitica complicazioni gravissime, addirittura 
proibitive. In alcuni motori comprendenti un movimento di rota- 
zione intorno ad un asse la forza è essa stessa funzione del nu- 
mero dei giri (specialmente se questo numero può variare in un 
intervallo molto ampio); e quest'ipotesi non viene generalmente 
considerata dalla meccanica razionale. È i metodi d’integrazione 
classici di HAMILTON e JACOBI sono applicabili soltanto quando 
sia conosciuta una legge analitica della forza: il che nella maggior 
parte dei casi pratici non si verifica. 

D'altra parte, le misure delle grandezze fisiche che si devono 
introdurre nel calcolo non sono mai conosciute con precisione asso- 
luta; in ogni misura, eseguita coi nostri sensi o con strumenti 
qualsiansi, vi è un grado di approssimazione o di precisione (eîx 
« Schwellenwert » der Genauigkett), oltre il quale non è dato giungere; 
un'ordine decimale, oltre il quale non può garantirsi l’esattezza. 
Non solo: ma la misura di una grandezza fisica non è nemmeno 
suscettibile di una definizione precisa; oltre un certo grado 
di precisione, non è assolutamente possibile attribuirle un si- 
gnificato. Cos'è la lunghezza di un'asta metallica? Siano pure 
la sua superficie levigata e gli spigoli netti quanto più possibile, 
rimarranno sempre piccole sporgenze e cavità, delle quali non si 
saprà qual conto tenere. Perciò le scienze applicate non hanno 
nemmeno vantaggio o interesse nel condurre un ragionamento o 
un calcolo in modo da ottenere il risultato preciso, o con un grado 
di precisione grande «4 piacere : ciascuna di esse richiede soltanto 
un grado di approssimazione determinato, che per le diverse scienze, 
e in momenti diversi del loro sviluppo, può variare moltissimo. 
Talvolta, p. es. in certe misure astronomiche, o nella cronologia 
delle epoche geologiche, basta l’ordine di grandezza: dicendo che 
un numero è prossimamente eguale a 100, s'intende soltanto che 
è maggiore di ro e minore di 1000»! Mentre i procedimenti mate- 
matici diretti a calcolare una determinata grandezza si propongono 
generalmente di dar modo di calcolarla con precisione, o con una 
approssimazione comunque assegnata, e la questione non si ritiene 
risolta in modo soddisfacente se a ciò non si è riesciti, senza af- 
fatto preoccuparsi del tempo e del lavoro che potranno poi OCCOr- 
rere per l'effettivo calcolo numerico, nelle scienze applicate avviene 
precisamente l'opposto: non interessa affatto di spingere l’appros- 
simazione oltre un certo grado, e importa invece moltissimo la 
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comodità e brevità del calcolo (quale si richiede, ad es., per for- 
mare quadri o tabelle dei valori che assume una grandezza per 
valori assegnati di una o più altre). La matematica, almeno come 
generalmente la si intende, non ammette oggi che si possa valersi 
in alcun modo di una serie, senza che di questa serie sia prima 
stata assodata la convergenza; ma, di solito, non si preoccupa del - 
l'eventuale complicazione dei termini (purchè almeno ne appaia ben 
perspicua la legge di formazione), e spesso nemmeno della mag- 
giore o minore rapidità della convergenza. Nelle applicazioni occor- 
rono invece serie a termini semplici, e nelle quali già la somma 
di un numero limitatissimo di termini dia un valore molto appros- 
simato della quantità da calcolarsi; e non interessano affatto i 
termini successivi, e nemmeno il fatto se la serie sia o non sia 
convergente ! 

Il fatto che la misura di una grandezza fisica non può essere 
conosciuta, e non si ha perciò interesse a determinarla, che entro 
certi limiti di approssimazione, riesce oggi, in taluni casi, ancora 
più naturale e giustificato per una speciale tendenza del pensiero 
scientifico moderno : la tendenza a spiegare i fenomeni fisici quali 
sono da noi percepiti (teoria cinetica dei gas, fenomeni ottici ed 
elettromagnetici, concetto elettronico della materia) come prodotti 
dal concorso di cause innumerevoli e minuscole ; a considerare cioè 
i macrofenomeni come risultanti dall'insieme di un numero grandis- 
simo di wmicrofenomeni (1). Ciò che noi, macroosservatori, chiamiamo 
densità, temperatura, velocità di un corpo, non sono per il micro- 
osservatore che valori medi, ricavati da un grandissimo numero 
di elementi fra loro simili e non ordinati (2), ossia valori statistici; 
il concetto di un fluido in equilibrio andrebbe inteso soltanto nel 
senso di equilibrio statistico, applicabile a grandi masse (grandi, in 
relazione ai singoli elementi), nelle quali vi.sia sensibile compen- 
sazione fra gli urti a cui danno luogo le singole molecole, inces- 
santemente agitate (3); e, più generalmente, la costanza di una 


(1) Espressioni usate da Max PLANCK : Ackt Vorlesungen iiber theoretische Physik, 
gehalten an der Columbia University (Leipzig, Hirzel, 1910), p. 49. 

(2) Con ciò s’intende che fra gli stati di due elementi contigui generici non interceda 
nessuna delle speciali relazioni che potrebbero concepirsi come possibili. 

(3) Compensazione che verrebbe meno ad es. per gli urti ricevuti da un corpuscolo 
estremamente piccolo immerso nel fluido; ed è il caso dei così detti « movimenti Brow- 
niani ». 
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grandezza fisica (perfino della massa di un corpo!) verrebbe sosti- 
tuita da una regolarità statistica di un complesso di fenomeni elemen- 
tari. A_ più forte ragione adunque — anche prescindendo da quanto 
si è detto più sopra — la valutazione di una grandezza consimile, 
risultante solo da un effetto complessivo statisticamente regolare, 


non appare possibile (e nemmeno concepibile) se non in modo 
approssimato. | 


2. Da quanto si è detto emerge pertanto che, da un lato, le 
ordinarie teorie matematiche, qualora siano suscettibili di applica- 
zioni al mondo fisico, possono esserlo soltanto nel senso di con- 
tenere una trattazione schematica, una specie di ossatura, di scheletro, 
dei rapporti che în natura effettivamente s'incontrano ; e d’altra parte, 
appuntv per questa divergenza fra l’ordinaria trattazione matema- 
tica e la realtà, sorgono e vengono dalle scienze applicate proposti 
alla matematica anche problemi di tipo diverso da quelli di cui 
(esclusivamente, o quasi) la matematica soleva occuparsi. Invece di 
calcolare con precisione il valore di una determinata grandezza, in 
circostanze supposte anche tutte assegnate con precisione, interes- 
serà sapere e calcolare il più rapidamente possibile, fra quali limiti 
quella grandezza potrà variare, quale sarà cioè un suo valore ap- 
prossimato, e con quale grado di approssimazione, quando di 
queste circostanze si conoscano i dati numerici con quell’approssi- 
mazione, nota, che per ognuno di essi è praticamente consentita. 
Conoscendo di un certo ente un campo di variabilità nel quale è 
certamento contenuto, si domandano i limiti fra i quali un nuovo 
ente, risultante dal primo con un'operazione matematica assegnata, 
sarà certamente compreso. Si tratta dunque di relazioni fra enti cono- 
sciuti solo con una certa approssimazione, ma che sono anch'esse 
suscettibili di enunciato e trattazione precisa, rigorosamente ma- 
tematica. 

I problemi di questo nuovo tipo costituiscono quella che può 
chiamarsi /atematica approssimata (0 di approssimazione, o delle rela- 
zioni afprossimate): essa non ha raggiunto finora che uno sviluppo 
molto limitato (e in alcune teorie, pur suscettibili di applicazioni 
pratiche, non ne esistono nemmeno i primi elementi), ma si distingue 
nettamente dalla Matematica « classica », che conviene ora chia- 
mare più particolarmente //atematica esatta (o Matematica di preci- 
sione). In quest’ultima i concetti primitivi provengono da un lavoro 
di astrazione e di idealizzazione sopra impressioni ricevute; mentre 
invece ogni questione matematica, quale effettivamente s’incon- 
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tra nelle applicazioni, è un problema di Matematica afprossi- 
mata (1). 

Quando noi, p. es., dopo aver misurate due lunghezze, le som- 
miamo, e facciamo così un calcolo numerico, facciamo della mate- 
matica approssimata. Se le due misure x, y si sanno determinare 
con errore, per difetto, inferiore al millimetro, la lunghezza somma s 
sarà conosciuta con errore in meno inferiore ai due millimetri (oppure 
con errore in più o in meno inferiore al millimetro); e questo, sup- 
ponendo le lunghezze espresse in metri, e indicando con E(z) il 
massimo intero non superiore al numero (positivo) £, equivale ad 
affermare che il numero intero É (1055) coincide con uno dei due 
interi E(10°x) + E(10°y) e E(10°x) + E(10°y) + 1; vale 


a dire: 


E (10° 5) = E(10°x) + (E10°y) + e 


dove e vale O oppure 1: relazione precisa fra enti (x,y,5) cono- 
sciuti solo con una certa (determinata) approssimazione. 

Così un teorema di geometria, p. es.: /x ogni triangolo isoscele 
gli angoli alla base sono eguali, appartiene alla Matematica esatta. 
In pratica esistono soltanto oggetti rappresentati con approssima- 
zione dal concetto di triangolo; e per un tale oggetto si potrà 
affermare, con altrettanta precisione, soltanto questo: Che se 
due lati, misurati col metro, risultano avere entrambi la stessa lun- 
ghezza a a meno di e per difetto, i due angoli opposti a questi 
lati, misurati col goniometro, differiranno per non più di una quan- 
tità e’, che può calcolarsi, e che dipenderà da a, €, e dall'angolo 
compreso fra quei lati. i 

E per tutto ciò che si riferisce alle applicazioni, così svariate 
e importanti, del calcolo infinitesimale, osserveremo in linea gene- 
rale (e risulterà meglio ancora in seguito) che nel mondo fisico non 
s'incontrano delle derivate, cioè dei rapporti di differenziali, ma 
bensi rapporti di incrementi o differenze finite, aventi determinati or- 
dini di grandezza. Le applicazioni pratiche saranno date pertanto, 
più che dall’analisi infinitesimale, dal calcolo delle differenze, op- 
portunamente sviluppato. 


(1) Adottiamo quest’ultima espressione (e così quella di « Matematica esatta » ) perchè 
più concisa: l’altra: « Matematica delle relazioni approsimate » mette però in miglior evi- 
denza quale ne sia veramente l’oggetto. 
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3. Benchè, nella pratica, trovino vera e immediata applicazione 
soltanto i risultati appartenenti alla matematica approssimata, non 
è tuttavia inutile, nemmeno dal punto di vista pratico, la matema- 
tica esatta; non ne è anzi nemmeno diminuita in alcun modo l’im- 
portanza. L'esempio tratto poc'anzi dalla geometria è già eloquente. 
Se in questa proposizione, ancora relativamente semplice, s’incon- 
trano già, volendola adattare alla pratica, delle circostanze così 
complesse, appare manifesto come, per poco che si avanzi nella 
costruzione scientifica, s’incontreranno proposizioni delle quali non 
sara umanamente possibile abbracciare colla mente e ritenere tutte 
le condizioni e restrizioni. La via più « economica », non solo per 
una prima costruzione scientifica, ma anche in vista di successive 
applicazioni pratiche, sarà perciò ancora, generalmente, quella di 
attenersi ai concetti schematici, ma più semplici, della matematica 
esatta, e prendere come oggetto principale di studio gli enti, sia 
pure ideali, a cui questa si riferisce, salvo poi calcolare quali va- 
riazioni od oscillazioni possano portare nei risultati variazioni, 
oscillazioni o imprecisioni assegnate nelle premesse. Così appunto 
si fa in astronomia quando il movimento di un pianeta si calcola, 
come prima approssimazione, tenendo conto della sola attrazione 
solare, e soltanto dopo si introducono, come perturbazioni, le in- 
fluenze degli altri pianeti e dei satelliti. L’ « Economia del pensiero » 
richiede dunque ancora, e continuerà a richiedere, l’uso della ma- 
tematica esatta : questa è una specie di sche/etro, intorno al quale 
s'inerpica e si avvita la matematica approssimata (1); essa soltanto, 
col suo schema semplificato, può darci una veduta sintetica dei rapporti 
generali. Per passare da essa alle applicazioni pratiche si suol fare 
affidamento sul principio, che, in generale, una piccola variazione 
nelle premesse modifica soltanto di poco il risultato. È vero bensì che 
questo non avviene sempre, come mostrano p. es. i fenomeni di equili- 
brio instabile, meccanico, fisico (soluzioni soprasature, fenomeni di so- 
prafusione), chimico (fenomeni di esplosione), e anche, generalmente, 
i passaggi da stato liquido a stato solido ; ma, per assicurarsi se in un 
dato caso si presenti o no una di queste eccezioni, gli scienziati 
sogliono affidarsi al loro stesso senso intimo, all'osservazione, ‘al 
controllo sperimentale (e, si può ammetterlo, con successo). 


(1) Die Prazisionsmathematik ist das feste Gertist, an dem sich die Approximations- 
mathematik emporrantt. (KUEIN, Anwendung, ecc.) 


Le conclusioni che scaturiscono dalle considerazioni fin qui 
esposte si possono dunque così riassumere; 

1°) La matematica esatta può continuare il suo sviluppo secondo 
la via già battuta per secoli, colla convinzione di fare altresi, nono- 
stante le sue premesse generalmerte diverse dalla realtà, opera utile, 
anzi necessaria al progresso delle scienze applicate. Questo sviluppo, 
negli ultimi decenni, ha presa in molte questioni forma assai stringente 
e rigorosa mediante la così detta arifmetizzazione della matematica : 
la tendenza cioè, che trae origine da WEIERSTRASS e KRONECKER, 
a costituirsi in sistema logico deduttivo avente come esclusivo 
punto di partenza il concetto di numero naturale e l’insieme delle 
leggi che governano le operazioni sui numeri naturali, e nel quale 
si fanno rientrare tutti i successivi concetti matematici, comunque 
suggeriti da osservazioni o esperienze. « /n der Fahigkeît des mensch- 
« lichen Geistes, neue Erfahrungen zu machen, aus ihnen allgemeine 
« Anschauungen zu gewinnen, und diese in rein mathematische Begrijfe 
« umzusetzen, d. h. dem Zahlenbegriffe unterzuordnen, beruht das stete 
« Wachstum der W'issenschaft » (1). A ragione affermava Gauss che, 
come la matematica è la regina delle scienze, così l’aritmetica (nella 
quale intendeva inclusa l’algebra e l’analisi) è la regina della ma- 
tematica ! 

2°) Occorre però che i risultati della matematica esatta siano 
sempre valutati equamente e con giusto criterio ; e si abbiano, in 
particolare, idee chiare sul valore e sulla portata che tali risultati 
posseggono nel campo pratico. 

3") Poichè, in pratica, per ogni operazione materiale (misura, 
costruzioni grafiche) vi è un grado massimo di approssimazione, 
oltre il quale non si può fare assegnamento, e che a sua volta si 
ripercuote su tutto quanto viene calcolato o comunque dedotto dal 
risultato dell'operazione stessa, saranno praticamente importantis- 
sime tutte le ricerche relative alle differenze a cui può condurre, 
in un risultato, un dato errore iniziale nelle premesse ; al grado di 
esattezza con. cui sarà conosciuto il risultato, quando di taluni dati 
sono conosciuti soltanto valori approssimati; alla possibilità e al 
modo di sottoporre a una trattazione rigorosamente matematica un 
dato materiale empirico, senza soverchia idealizzazione ; alle sempli- 
ficazioni che si possono ‘introdurre in un calcolo, quando dal risultato 
non si esige che un grado di approssimazione determinato; a quella, 


(1) A. Voss, Ueder das Wesen der Mathematik, Leipzig - Berlin, Teubner, 1908, 
pag. 91. i 
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insomma, che può chiamarsi, generalmente parlando, teoria dei me- 
todi di approssimazione (1). È se si vuol conservare un giusto equi- 
librio nel progresso contemporaneo e parallello dei diversi rami 
di scienza, si deve desiderare che si svolga per molte questioni, 
più assai di quanto è avvenuto finora, una consimile matematica 
approssimata. 


4. Come contributo al n. 2 del $ prec. giova sottoporre a una 


accurata analisi qualcuno fra i concetti della matematica esatta, 
esaminando come siano sorti in noi tali concetti, da quali enti 
fisici siano stati suggeriti, e in che essi trascendano la realtà. 

I concetti matematici hanno anch'essi, generalmente, la loro 
origine prima nelle nostre osservazioni, in dati sperimentali, a ri- 
petuta conferma del detto scolastico: Mil în infellectu quod non prius 
în sensu. Ma dai risultati delle osservazioni ed esperienze, che hanno 
sempre qualcosa di impreciso e indeterminato, la matematica ricava, 
con un processo di semplificazione e di idealizzazione, enti e con- 
cetti precisi, che degli enti fisici caduti sotto i nostri sensi possono 
considerarsi come limiti (2); e le proprietà di quegli enti fisici, 
percepite anch’esse con un certo grado di approssimazione, ven- 
gono del pari postulate in modo preciso (3). Concetti primitivi e 
postulati sono dunque suggeriti dal mondo fisico, ma a loro volta tra- 
scendono la realtà, o almeno il nostro potere di osservazione (4); e al- 
trettanto avviene, ed è naturale avvenga, delle conseguenze che 
da quelle premesse si deducono. Così in geometria i concetti di 
punto e di retta provengono da vere idealizzazioni di dati sperimen- 
tali; poichè in natura esistono soltanto dei corpi, sia pure di di- 
mensioni tutte trascurabili, oppure trascurabili tutte meno una in 
confronto di quest’una. Il postulato di DEDEKIND, in forza del 
quale, fissati sopra una retta l’origine, il verso positivo, e l’unità 
di misura lineare, a ogni numero reale corrisponde uno e un solo 


(1) Non si deve introdurre nel calcolo, ad es., un numero di cifre decimali supe- 
riore a quelle che hanno praticamente importanza. Se di una lunghezza da calcolarsi basta 
conoscere la misura a meno di un millimetro, si potranno e si dovranno sopprimere nel 
calcolo tutte le cifre che influiscono soltanto su quelle dal decimo di millimetro in poi. 

(2) An Stelle der praktischen Wissenschaft setzen wir ein idealisiertes Gedanken- 
ding... (KLEIN, Anwendung, ecc.). 

(3) Zeziehungen die in der Praxis nur afproximativ-richtig sind werden streng 
postuliert... (ibid). 

(4) Die Anschauung treibt uns zu diesen Festsetzungen, aber dadurch  gehen wir 
ueber die Anschauung hinaus... (ibid). 


punto di questa retta, va anch’esso più in là dei puri dati di os- 
servazione, implicando l’esistenza sulla retta di punti fra loro di- 
stinti, ma che nemmeno al più potente microscopio possono apparire 
tali; mentre la proprietà inversa, precisa anch'essa, è suggerita 
dall’osservazione, che noi possiamo « misurare » qualunque seg- 
mento assegnato (con quell’approssimazione che è consentita dai 
mezzi disponibili). Di qui scaturisce già, ad es., il concetto dell’ix- 
sieme dei punti razionali di una retta, insieme denso in ogni inter- 
vallo di questa retta, senza tuttavia comprendere tuttii punti della 
retta stessa (o di quell’intervallo): concetto che trascende non solo 
ogni dato eperimentale, ma addirittura i limiti della nostra imma- 
ginazione. Oggi sono ben noti anche altri esempi di aggregati di 
punti, che la nostra mente non riesce in alcun modo a raffigurarsi; 
se ne incontrano nella teoria delle funzioni automorfe, e, più ge- 
neralmente, ogni qual volta si applichi, in geometria, un processo 
operativo determinato che possa ripetersi all’infinito secondo una 
legge qualsiasi (1). L’incommensurabilità di due segmenti, riscontrata 
da PITAGORA nel caso del lato e della diagonale di un quadrato, 
sarà probabilmente apparsa da principio come uno scandalo logico « 
appunto perchè la distinzione fra commensurabilità e incommensura- 
bilità di due segmenti è bensi conseguenza logica dei concetti primi- 
tivi e dei postulati della geometria esatta, ma non si presenta affatto 
nel campo pratico (nello stesso modo come non vi si distinguono i 
numeri irrazionali da quelli razionali (2)). E la questione se un dato 
problema (p. es. la duplicazione del cubo, la trisezione di un an- 
golo generico, la quadratura del circolo) sia o non sia risolubile 
colla riga e col compasso, appartiene anch'essa esclusivamente alla 
matematica esatta: in pratica, ogni problema geometrico determi- 
nato può risolversi adoperando la riga e il compasso, o anche il 
solo compasso, un numero finito di volte, e con un’approssimazione 
superiore a qualsiasi limite assegnato! 


5. Uno dei concetti fondamentali che informano e dominano 
tutta la matematica moderna è quello di /urzione. Una funzione 


(1) Cfr. alcuni esempi in KLEIN, Anwendung, ecc., p. 213 e seg.; in particolare 
esempi di aggregati costruiti mediante trasformazioni per raggi vettori reciproci. 

(2) Nel campo pratico si può soltanto distinguere se il rapporto di due grandezze 
omogenee è o non è prossimamente eguale al rapporto di due numeri interi piccoli 


2 
(È, 2...) A questo caso si riferisce l’espressione « grandezze commensurabili » usata 


3 


p. es. in astronomia (per due distanze, o per i periodi di rivoluzione di due corpi celesti). 
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y (x) di una variabile reale, definita in un certo intervallo, implica 
soltanto (secondo la definizione di DIRICHLET, generalmente accet- 
tata) una legge, che ad ogni valore della variabile x contenuto in 
quest’intervallo associa (almeno) un valore della y. Anche questo è 
un concetto suggerito da osservazioni (linea piana; mutua dipen- 
denza fra due grandezze simultaneamente variabili, e legge che la 
governa); osservazioni che quel concetto stesso, a sua volta, pre- 
cisa e trascende. 

Infatti una linea piana graficamente tracciata è un ente fisico, 
soggetto a tutte le indeterminatezze già più volte accennate; men- 
tre una funzione y(.r), ovvero, geometricamente, il luogo dei punti 
(ideali) x, y da essa definiti (ossia dei punti di coordinate x, y in 
un sistema qualsiasi assegnato di coordinate cartesiane), ne è una 
rappresentazione già idealizzata, schematizzata; perciò qualcosa di 
essenzialmente diverso. Una curva tracciata graficamente, o « curva 
empirica », non definisce v, per un dato valore di x, che con una 
certa approssimazione (come la misura di una qualsiasi grandezza 
fisicamente data); definisce soltanto un 7r/erva/lo, di ampiezza molto 
piccola, ma non evanescente, nel quale l’estremo dell’ordinata y 
risulta compreso. Gli estremi di quest'intervallo possono rappre- 
sentarsi analiticamente sotto la forma /(x) + €, dove € potrebbe 
anch’esso variare con x, avendo tuttavia un confine superiore è. 
Il luogo di tutti i punti (ideali) di questi piccoli intervalli corri- 
sponde pertanto al concetto di una s/riscîia: una curva empirica 
non definisce dunque una funzione, ma solo una consimile striscia, 
vale a dire, per un dato intervallo a-64, l'insieme dei punti (ideali) 
di coordinate x, y tali che: 


a<zx<b f(x)—e<Cy<f(x)+e 


dove e<ò, edé positivo e molto piccolo in confronto alla 
differenza 5—a. (Gli stessi or/ della striscia non sono deter- 
minati nettamente, ma, in certo modo, confusi (in quel modo per 
esempio in cui i contorni di un oggetto lontano appaiono ad un 
occhio miope). /mmagine analitica della curva empirica (e anche, forse, 
della curva intuitiva, pensata cioè dalla nostra mente) ox è dunque 
la funzione, ma bensì la striscia. E analogamente: Le osservazioni sulla 
legge di mutua dipendenza di due grandezze fisiche non conducono mai alla 
definizione precisa, matematica, di una funzione, ma soltanto di una stri- 
scia. OSSERVAZIONE ED ESPERIENZA NON POSSONO DUNQUE ILLU- 
MINARCI CHF SULLE PROPRIETÀ DELLE STRISCIE, NON GIÀ SU PRO- 
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PRIETÀ GENERALI DELLE FUNZIONI O DELLE LINEE ASTRATTE, Og- 
getti di studio nella matematica esatta. 

Inoltre, ciò che a noi appare continuo. come p. es. un arco di 
curva tracciato graficamente, risulta molte volte, a un esame più 
accurato e minuto, essere soltanto una successione molto densa di 
elementi discreti : qualcosa dunque ancora di essenzialmente diverso 
da una funzione (e in particolare da una funzione continua) definita 
in un intero intervallo. L’arco di curva tracciato sulla carta, guardato 
col microscopio, si presenta infatti come una successione di piccole 
macchiette; i tessuti del corpo umano, anche dove non presentano so- 
luzioni di continuità, sono sistemi di fibre e cellule, in numero 
grandissimo, ma finito, e che sotto forti ingrandimenti appaiono 
realmente distinte; e l’esistenza di particelle materiali minutissime, 
quali le molecole e gli atomi, non è affatto contradetta dall’impres- 
sione di continuità che destano in noi i vari corpi. Viceversa, un 
bosco guardato da lontano, e una veduta cinematografica, sono 
esempi notissimi di impressioni staccate, nello spazio e nel tempo, 
le quali per la nostra vista si fondono in un tutto continuo; e una 
successione di punti fisici staccati, molto prossimi tra loro, p. es. 
di piccoli circoletti neri segnati sopra un foglio di carta, desta in 
noi, a una certa distanza, l'impressione di una linea continua com- 
pletamente determinata. | 

Fra i due enti analitici funzione f(x) e striscia f (x) + €, questo 
corrispondente al concetto empirico-intuitivo di linea piana, quello 
risultante da un successivo lavoro di schematizzazione e astrazione, 
quello di pertinenza della matematica esatta, questo della matematica appros- 
stimata, va fatta dunque una distinzione netta e rigorosa, la quale 
soltanto permette di darsi ragione’ del perchè una funzione (o una 
linea astratta) non goda sempre, non goda anzi nemmeno in gene- 
rale, di alcune proprietà che l'intuizione attribuisce alle curve em- 
piriche. Sono apparenti paradossi, i quali cessano però di esser tali 
non appena si consideri che linee empiriche e linee astratte (cioè 
striscie e funzioni) sono enti essenzialmente distinti, e che, quan- 
tunque i secondi siano limiti dei primi, nel processo di idealizza- 
zione che conduce dagli uni agli altri molte proprietà dei primi 
possono andar perdute. 

1. L’intuizione attribuisce a ogni curva empirica în un suo 
punto qualunque una determinata tangente, mentre invece una fun- 
zione f(x), anche se continua în tutto un intervallo, non ha necessa- 
riamente derivata in un fpunto generico di quest’ intervallo. La tan- 
gente a una curva empirica, o striscia f(x) 1 €, in una posi- 
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zione assegnata si presenta anch'essa all’intuizione come una stri- 
scia, di larghezza comparabile a quella della striscia proposta, e la 
cui direzione è determinata, ma soltanto approssimativamente, dalla 
parte di curva che si trova nelle vicinanze della posizione consi- 
derata. Fissato per la variabile indipendente un valore qualsiasi x, 
nell’intervallo in cui la striscia è definita, diamo a questo stesso 
valore un incremento /\ x, grande rispetto alla larghezza della 
striscia, cioè rispetto a è, confine superiore di €, ma piccolo ri- 
spetto all’ intervallo suaccennato (condizioni che. praticamente, po- 
tranno venir soddisfatte entrambe). Al valore x + /\ x corrispon- 
derà un'ordinata y-+ A y determinata anch'essa solo con una certa 
approssimazione, ossia mediante un intervallo in cui il suo estremo è 
compreso; e con approssimazione soltanto, ma in pratica sufficiente, 
sarà determinata la retta congiungente i due punti (x,y) e (t+ Axa, 
y+4 /\y), anche quando si lasci variare /\x fra i limiti di grandezza 
che le furono assegnati. Questa retta (1), che è a sua volta una retta 
empirica, ossia ancora una striscia, si potrà chiamare /argente alla 
striscia proposta nel punto (x, y); e nell'intervallo compreso fra 
x e x+ Ax le due striscie (quella proposta, e quella ad essa 
tangente) non si distingueranno sensibilmente. La direzione della 
striscia tangente, anch’essa prossimamente determinata, si potrà 
chiamare altresi direzione della striscia proposta nella posizione 
considerata (2). A//a derivata, 0 rapporto di differenziali, è dunque sostituito 


Ax 
un rapporto = di incrementi, o differenze, le quali sono grandezze ft- 
Pa 


nite e di ordine determinato (grandi rispetto alla larghezza, piccole ri- 


(1) In luogo di questa retta si potrebbe considerare la congiungente di due punti 
{,, Vi) € (xs, ye) tali che x sia compreso nell’intervallo fra x,  x,. 

(2) F. KLEIN (l. c., Math. Ann., vol. 22) dà a questa considerazione forma ancora più 
precisa. Il fatto che la striscia 3 = (x) - € ha una delle sue dimensioni (la larghezza) 
trascurabile in confronto della lunghezza (come avviene p. es. per una strada, o un fiume), 
è da lui precisato in questo modo : che per ogni intervallo abbastanza ampio della varia- 
bile x esistano un numero 4 molto grande rispetto a € e un numero x dello stesso ordine 
di grandezza di €, tali che, indicando con x, un valore qualsiasi contenuto nell’intervallo 
suddetto, quella funzione lineare y= ax-++/, che per x = x, e a = xo +4 as- 
sume rispettivamente i due valori f(x) e f(<o + 4), nell’intervallo fra x, € %*o +4 
non differisca mai da f(x) per una quantità superiore a %. Il coefficiente a, che rimane 
ancora indeterminato, ma entro confini molto ristretti, si potrà assumere allora come va- 
lore della derivata prima della striscia proposta per x = xo; derivata che, al variare di 
o, sarebbe rappresentata a sua volta, appunto per l’accennata indeterminazione, da un’al- 
tra striscia o curva empirica. E la striscia fangente a quella proposta nella posizione 
Xx = xo potrebbe ritenersi rappresentata da y= ax+f+tw. 


spetto alla lunghezza della striscia). -— Per passare da questa conside- 
razione al caso di un luogo y= /(x) nel senso della matematica esatta, 
e della eventuale tangente di questo luogo, occorre un doppio pas- 
saggio al limite, nel quale prima £, e foi / x (che si è supposto 
grande rispetto a €) si facciano tendere a zero. L'ordine di questi 
due successivi passaggi al limite non è punto indifferente; e il 
risultato può essere, secondo l’ordine che si tiene, molto diverso. 
Nel caso presente, il risultato del primo passaggio al limite (e = o) 
trascende già l'intuizione (1); non è dunque possibile che l’ intui- 
zione ci dica qualcosa sul risultato del secondo passaggio al limite, 
da effettuarsi dofo il primo. Forse la mente umana, cercando di 
rappresentarsi questi due passaggi al limite, non vi è riuscita se 
non pensandoli come, in certo modo. contemporanei; come se e e 
A x fossero infinitesimi dello stesso ordine, mentre non vanno 
assolutamente considerati come tali. E a questo potrebbe essere 
dovuto l’erroneo apprezzamento, che anche ogni luogo astratto 
y= f(x) sia pure nell'ipotesi che /(x) sia funzione continua, 
abbia in un suo punto generico una tangente determinata. 

2. Quello che si è detto per le derivate prime può ripetersi 
per le derivate successive. Queste, e perciò il cerchio osculatore e 
le successive parabole osculatrici in un punto generico di un luogo 
y= f(x), provengono anch'essi, ove esistano, da passaggi al li- 
mite successivi, sul risultato ultimo dei quali l’intuizione nulla può 
dirci, perchè già del primo di essi le sfugge la portata. 

3. Una curva empirica non ammette in un dato intervallo 
finito che un numero finito di massimi e minimi, mentre una fun- 
zione f (x), pur mantenendosi continua e anche derivabile in tutto 
un intervallo, può avervi dei massimi e dei minimi infinitamente 
spessi (2). 

4. Un arco di curva empirica può prolungarsi in infiniti modi di- 
versi; mentre una « curva analitica» (nel senso della matematica 


(1) Secondo F. KLEIN, anche la curva intuitiva, pensata cioè dalla nostra mente, 
ha come immagine analitica la striscia, e non già la funzione matematica ; perciò un luogo 
y= f(x) di punti sdeal:, definito per un certo intervallo, non può essere concepito dalla 
nostra mente. E, senza dubbio, vi sono alcune funzioni (p. es. le funzioni continue ma 
prive di derivata in tutto un intervallo, oppure derivabili ma non analitiche), per le quali 
la nostra mente non riesce assolutamente a raffigurarsi il corrispondente insieme di punti, 
pur essendone chiarissima la legge di generazione. 

(2) Cfr. A. KOEPKE, Veber cine durchaus differentierbare stetige Funktion mit 
Oscillationen in jedem Intervalle, Math. Annalen, vol. 34 (1889), p. 161; vol. 35 
(1890), p. 104. 
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esatta) è gid completamente determinata da un suo arco di lunghezza 
finita, ma comunque piccola. Anche questa apparente contradizione 
vien meno, quando si consideri che si tratta ancora di due enti 
affatto distinti. legati soltanto dalla relazione che una curva empi. 
rica può essere idealizzata, in ogni intervallo assegnato, e in infiniti 
modi diversi, per mezzo di una curva analitica (cfr. n.° seg.). Cia- 
scuna di queste ultime curve ha un prolungamento analitico com- 
pletamente determinato, ma questi prolungamenti saranno distinti 
tra loro, e non approssimeranno più altrettanto la curva empirica 
data fuori di quel primo intervallo, 

5. Vi è anche apparente contradizione tra il fatto che una 
curva empirica si può tracciare completamente ad arbitrio, senza che 
da nessun elemento di essa, per quanto piccolo, ne sia vincolato 
alcun altro, mentre in realtà, in una questione qualsiasi, soltanto 
un numero finito di elementi possono supporsi dati assolutamente 
ad arbitrio. Anche la funzione più generale, se deve essere data 
per tutti i valori della variabile indipendente compresi in un certo 
intervallo, non può esserlo che per mezzo di una legge risultante 
o da un numero finito di operazioni, o anche da un processo inde- 
finito, nel quale però soltanto un numero finito di elementi pos- 
sono essere realmente arbitrari (p. es., se si tratta di espressione 
mediante una serie, vi dovrà essere un procedimento generale per 
ricavare un termine qualsiasi dai precedenti, almeno da un certo 
punto in poi). Ora, prendendo sopra una curva empirica y = /(x) + € 
dei punti successivi (punti fisici, e perciò circoletti), le cui mutue 
distanze (ossia le distanze dei centri di quei circoletti) siano dello 
stesso ordine di grandezza di € (p. es. eguali a ò, confine supe- 
riore di €), questi punti sopra ogni arco finito saranno in numero 
finito, ma saranno d’altra parte sufficienti a determinare la stri- 
scia. La curva empirica proposta appare così determinata an- 
ch'essa, in realtà, da un numero finito di elementi. 


6. Le proprietà che la nostra intuizione attribuisce alle curve 
empiriche (continuità, esistenza della derivata prima e delle deri- 
vate successive, esistenza in ogni intervallo finito di un numero 
finito di massimi e di minimi) e che, opportunamente precisate, si 
ritrovano nelle striscie, se non appartengono ad ogni funzione ma- 
tematica /(+) spettano tuttavia a una categoria speciale di fun- 
zioni che F. KLEIN (seguendo JACOBI) chiama funzioni ragionevoli 
(« vernùnftige Funktionen ») 0 regolari. Queste funzioni ragionevoli 
hanno per immagini geometriche, sempre nel campo della mate- 


sk. 
la 


matica esatta, quei luoghi di punti (ideali) che si possono chia- 
mare curve astratte (appunto perchè godono delle proprietà suaccen- 
nate, che la nostra intuizione attribuisce alle curve empiriche). 

Sorgono perciò le due questioni: 

1. Data una striscia (o curva empirica), trovare una funzione, 
in particolare una funzione ragionevole (o curva astratta) che ne 
sia un’idealizzazione, tale cioè che i punti (ideali) immagini dei 
singoli valori di essa siano tutti compresi in quella striscia. 

2. Approssimare, per quanto possibile, questa funzione ragio- 
nevole per mezzo di espressioni analitiche di tipo determinato; 
p. es. per mezzo di serie (serie di potenze, serie trigonometriche), 
ovvero per mezzo di somme di un numero finito di termini (in 
particolare di polinomi). Quest'ultimo problema ha per le appli- 
cazioni maggiore importanza del primo, ma è stato finora molto 
meno studiato. In ambo i casi si può domandare di approssimare la 
funzione assegnata soltanto in posizioni determinate, oppure, per 
quanto possibile, in tutto un intervallo. Sono varie questioni, tutte 
essenzialmente matematiche, che l’Analisi insegna a risolvere i può 
dar modo di risolvere). 

Per risolvere la prima questione non esistono invece metodi 
generali. Ogni linea poligonale (nel senso della matematica esatta), 
i cui vertici appartengano alla striscia proposta e siano convenien- 
temente prossimi fra loro, definisce una funzione /(x) (con espres- 
sione analitica variabile da un lato all’altro) che soddisfa alle con- 
dizioni richieste : le funzioni così ottenute non hanno però derivata 
unica in ogni punto (fanno eccezione i vertici della linea), e la de- 
rivata stessa, dove esiste, non sempre coinciderà sensibilmente con 
la direzione della striscia. Si può tenere maggior conto della dire- 
zione, ricavando dalla striscia proposta la striscia derivata, ope- 
rando su questa come sulla prima, e integrando la funzione @(x) 
ottenuta come idealizzazione della striscia derivata. Si potrà tener 
conto anche della curvatura della striscia, spingendosi con analogo 
procedimento fino alla striscia seconda derivata: così risulte- 
ranno approssimate in modo conveniente ordinata, direzione e 


curvatura (benchè le ordinate, forse, meno che nel primo 
modo) (1). 


(1) Vi sono anche ricerche, sopratutto di TscHkByCHEFF (cfr. KLEIN, Anwendung 
ecc., p. 16I e seg.), tendenti ad approssimare direttamente per mezzo di un polinomio 
di grado n i risultati di un numero rm 5 # + 1 di csservazioni (punti della curva), 
o in base al metodo dei minimi quadrati, o rendendo minimo il valore assoluto del mag- 
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D'altra parte una striscia qualsiasi può approssimarsi, quanto 
alle ordinate, anche per mezzo di funzioni continue non derivabili* 
o addirittura per mezzo di funzioni discontinue. Saranno soltanto 
idealizzazioni meno comode, meno utili, meno suggestive per le 
ricerche ulteriori da istituirsi. 

Tra le funzioni ragionevoli in un dato intervallo vanno distinte 
in particolar modo le /unzioni analitiche; quelle cioè che nell'intorno 
di un valore generico appartenente a quell’intervallo possono rap- 
presentarsi con una serie di TAYLOR. L'osservazione, e in parte anche 
la presunzione della regolarità e continuità dei fenomeni naturali, e in 
pari tempo l’opinione, doppiamente errata, che le funzioni rappre- 
sentanti questi fenomeni, essendo continue, fossero in conseguenza 
‘ derivabili, avessero perciò anche tutte le derivate successive, e che 
l’esistenza di queste derivate fosse già condizione sufficiente per la 
validità dello sviluppo in serie di TAYLOR (1), hanno indotta in 
molti l'opinione che in natura esistano soltanto funzioni analitiche. In 
tal caso, poichè ad es. le coordinate di ogni punto materiale in 
movimento sarebbero funzioni analitiche del tempo, basterebbe la 
conoscenza di un piccolissimo elemento della traiettoria per dete- 
minare questa in tutta la sua estensione; e, più generalmente, tutto 
il corso dell'Universo sarebbe già univocamente, forzatamente 
(2wvingend) determinato dalla conoscenza di esso in un intervallo di 
tempo piccolo a piacere, purchè finito. Vigerebbe perciò nel mondo 
il più completo e assoluto deierminismo. Ora, già la prima parte di 
quest'argomentazione riposa sopra un giudizio non completamente 
esatto, poichè anche in natura s'incontrano discontinuità, per quanto 
solamente « isolate » ; ‘come p. es. nella funzione potenziale. E, an- 
che prescindendo da questo, l'affermazione, arbitraria, che in natura 
esistano soltanto funzioni analitiche (ossia mutue dipendenze rap- 
presentate da funzioni analitiche) va corretta e sostituita con que- 
st'altra: Che per la imprecisione inerente ad ogni osservazione, i 
risultati delle osservazioni stesse possono soltanto essere «approssi- 
mati mediante funzioni, nel senso della matematica esatta (non già 


giore degli errori. E \WEIERSTRASS (Berliner Sitzungsber., 1885, p. 633, 789; Ges. 
Werke, vol. 3 (Berlin 1903), p. 1), ha dimostrato che, data in un intervallo una striscia 
qualsiasi, si può trovare una funzione razionale che per tutto l’ intervallo corra entro la 
striscia, e tale anche che direzione e curvatura di questa vengano approssimate in modo 
soddisfacente. 

(1) Questa condizione non è invece sufficiente : occorre altresì che tenda a zero il re- 
sto della serie. Cfr. A. PRINGSHEIM, Chicago Cong. Papers (1893; pubbl. 1896), p. 294; 
Math. Ann., vol. 44 (1894), p. 74. 
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rappresentati !); che le osservazioni conducono soltanto alla costru- 
zione di striscie, le quali, in ogni dato intervallo, possono essere 
idealizzate mediante funzioni; e che questa idealizzazione, in ogni 
intervallo, anche comunque grande, si può sempre averla, con ap- 
prossimazione sufficiente per la pratica, per mezzo di funzioni ana- 
litiche (1), e anzi per mezzo di funzioni analitiche molto semplici. 
Secondo J. PERRY bastano a tal uopo le funzioni 47, e*, sex a, 
€ quelle che si ottengono da queste tre e da quantità costanti con 
un numero finito di operazioni razionali (fra esse dunque tutte le 
funzioni razionali). 

D'altronde, per la legge dell'economia del pensiero, nelle ri- 
cerche tendenti ad esprimere mediante formole le dipendenze fisiche 
desunte da osservazioni, si comincia sempre con formole semp/ici, le 
quali, in un campo limitato, rappresentino con sufficiente appros- 
simazione i risultati sperimentali. Una formola ulteriore, meno 
semplice, potrà dare un’approssimazione maggiore; si avrà così 
una funzione /(x), per la quale i risultati delle osservazioni siano 
tutti contenuti in una striscia f(x) + e dove e (o il suo confine 
superiore) è più piccolo; ma il vero significato della formola, o 
della legge che essa esprime, sarà sempre lo stesso. La conoscenza 
esatta è soltanto una conoscenza bene approssimata, sufficiente per una 
certa categoria di previsioni, ma che per una categoria più estesa 
potrà e forse dovrà subire modificazioni. Questo appunto sembra 
oggi avvenire nella dinamica, per movimenti che si compiono con 
velocità comparabili alla velocità della luce; ma ciò non infirme- 
rebbe in alcun modo la validita della dinamica Newtoniana, come 
teoria approssimata dei movimenti che sono direttamente percepiti 
come tali. 


7. Quanto al punto 3°, fra quelli enumerati al $ 3, è certamente 
la geodesia quella scienza, nella quale la matematica approssimata 
ha trovato il suo svolgimento più ampio e più razionale (2). Vi 
si esamina e vi si discute infatti continuamente il diverso grado 


(1) A questa ragione, e alle proprietà più semplici e più feconde di conseguenze di 
cui godono le funzioni analitiche, è dovuta la preferenza data a queste nelle ricerche di 
matematica esatta. Va da sè che quanto è detto di sopra, se non implica più il determi- 
smo come conseguenza logica, tuttavia non lo esclude. 

(2) In geodesia hanno sempre dominato i metodi e le idee di Gauss; perciò appunto 
HAUCK ha potuto dire che « Ogni geodeta è unto con una goccia di olio di Gauss !» 
{Jahresber. der Deutschen Math. Ver., vol. 8 (1899), pag. 108). Invece nei vari campi 
della Matematica pura, già verso la metà del secolo XIX, i nuovi problemi che si do- 
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di esattezza delle osservazioni fatte e delle altre misure o delle pro- 
prietà che da queste osservazioni si deducono ; e una ricerca qualsiasi 
non si considera come condotta a termine, se del risultato ultimo 
non è noto il. grado di approssimazione col quale sarà conosciuto; 
un campo, per quanto possibile limitato, nel quale si possa affer- 
mare con sicurezza ch’esso sarà compreso. Anche il così detto 
« valore più probabile » di una grandezza, o la « posizione più 
probabile » di un punto, calcolati p. es. col metodo dei minimi 
quadrati, sono risultati definitivi e assoluti solo quando siano ac- 
pagnati dall'indicazione dell'errore massimo che può risultarvi 
commesso. | 

Per quanto si riferisce alle abbreviazioni da introdursi nei cal- 
coli, un esempio classico è dato dal teorema di LEGENDRE, in 
forza del quale gli angoli di un triangolo sferico, quando si tra- 
scurino le quantità del 4° ordine rispetto ai rapporti dei lati al 
raggio della sfera, sono eguali a quelli del triangolo rettilineo 
avente i lati rispett. della stessa lunghezza di quelli del triangolo 
sferico dato, aumentati ciascuno di un terzo dell’eccesso sferico. 
Invece che delle formole della trigonometria sferica si può dunque 
far uso, per la risoluzione dei triangoli, di quelle, molto più sem- 
plici, della trigonometria piana, quando gli angoli del triangolo 
sferico siano preventivamente corretti col sottrarne un terzo del- 
l'eccesso sferico. . 

Gli enti stessi dei quali si occupa la geodesia sono essenzial- 
mente diversi da quelli — loro analoghi, ma soltanto limiti o idea- 
lizzazioni dei primi — che s'incontrano nella matematica esatta. Il 
così detto geocide è una tra le superficie di livello della gravità, 
cioè una superficie ortogonale alle linee di forza, le quali in ogni 
punto sono dirette come la gravità; e precisamente quella su- 
perficie di cui il livello del mare, supposto in quiete perfetta e 
soggetto alla sola gravità terrestre, costituirebbe la parte visibile. 
Ma questa superficie non è conosciuta con precisione assoluta, per- 
chè la sua determinazione è il risultato di misure soggette ai soliti 
errori e imprecisioni, e inoltre la superficie stessa è perfino varia- 
bile, di poco, col tempo, per effetto di spostamenti di masse ter- 
restri; spostamenti che influiscono appunto sulla gravità. Nella 


vevano risolvere, le difficoltà ch’essi presentavano, la necessità di sottoporre le basi stesse 
del calcolo a un esame critico accurato, hanno fatto perdere generalmente il contatto col 
mondo fisico, e fatta, per le prima volta, della Matematica una scienza capace di assor- 


bire da sola l’intera vita di una persona. 


matematica esatta compare invece esclusivamenle l'e/lissoîde di ro- 
tazione, che del geoide può bensi considerarsi come approssima- 
zione, ma ne differisce tuttavia sensibilmente: differenze in alcune 
regioni della superficie terrestre nemmeno ben conosciute, certo 
dipendenti dalla natura degli strati geologici sottostanti ai diversi 
punti che si considerano e, come ho detto, variabili anche col tempo. 
Così pure le nozioni di fiano tangente al geoide e di linea geodetica si 
devono introdurre, in geodesia, in modo essenzialmente diverso da 
quanto avviene nell’ordinaria teoria delle superficie (ideali), ossia 
nelle applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale. Alle de- 
rivate, o rapporti di differenziali, che entrano in queste ultime de- 
finizioni, devono anche ora sostituirsi rafforti di quantità finite e di 
determinati ordini di grandezza. Se noi sulla superficie terrestre o 
sul geoide stesso considerassimo punti contigui a un punto deter- 
minato P, le congiungenti di quest’ultimo punto coi primi sareb- 
bero ben lungi dal giacere tutte in un piano. Per avere delle 
congiungenti contenute prossimamente in un piano, il quale potrà 
allora considerarsi come analogo al piano tangente, occorrono dei 
punti che distino dal punto considerato P di una lunghezza con- 
veniente, p. es. circa 10 chilometri (ecco l’ordine di grandezza!): 
qualcosa che corrisponda, su per giù, all’orizzonte visibile in una 
regione piana, nella quale alla vista non si frappongono ostacoli. 
E, del pari, i geodeti non considerano sulla terra delle vere linee 
geodetiche, ma una specie di fo/igoni geodetici, cioè spezzate i cui 
vertici appartengono alla superficie terrestre, e i cui lati sono dello 
stesso ordine di grandezza suaccennato, e tali che il piano di due 
lati consecutivi contenga la normale alla superficie nel vertice ad 
essi comune, cioè sia ivi normale al piano tangente definito come 
sopra (proprietà analoga a quella ben nota del piano osculatore a 
una linea geodetica sopra una superficie ideale). Ma quanto un po- 
ligono così fatto differisca da un analogo poligono inscritto in un el- 
lissoide rotondo di eguali dimensioni, e questo secondo poligono a sua 
volta da una geodetica (ideale) sull’ellissoide stesso, non semba sia 
stato ancora studiato in modo esauriente: vi è perciò anche qui 
una lacuna fra teoria e pratica. 


8. In altri argomenti manca completamente una qualsiasi teoria 
delle approssimazioni e degli errori, come pur esiste per la geo- 
desia. Il KLEIN (1) ha messo in evidenza in modo speciale il caso 
della geometria empirica, illustrandcla coll’esempio del teorema di 


(1) F. KLEIN, Anwendung ecc., p. 358 e seg. 
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PASCAL. Il teorema di PASCAL, come è dato dalla geometria astratta, 
non è ancora sufficiente a dar ragione del fatto empirico, che se 
noi disegniamo con una certa esattezza una conica, e inscriviamo 
ad essa un esagono semplice, le intersezioni delle coppie di lati 
opposti di quest'esagono cadono sensibilmente in linea retta. La 
vera base teorica di questo fatto grafico sta forse nell’altro teo- 
rema, dimostrabile direttamente, che se i sei vertici di un esagono 
semplice stanno approssimativamente su di una conica, l’area del 
triangolo formato dalle intersezioni delle tre coppie di lati opposti (ossia 
il determinante di 3° ordine formato dalle coordinate cartesiane di 
questi tre punti e da tre elementi eguali all'unità) differisce di pochis- 
simo da zero : con che appunto quelle tre intersezioni devono trovarsi 
molto prossimamente in linea retta. Anche in questo caso è un 
senso di continuità (cfr. n. 3) che ci fa passare dal teorema di geo- 
metria astratta a quest’ultima affermazione; ma si tratta sempre 
di due enunciati essenzialmente’ diversi, che non sono affatto, 
dal punto di vista logico, l’uno conseguenza dell'altro. La mate- 
matica esatta da il primo da due; ma alle applicazioni interessa 
esclusivamente il secondo. 


9. Da ciò che abbiamo esposto emerge che il compito della 
matematica, per quanto le è richiesto dalle scienze applicate, si è 
in quest'ultimo mezzo secolo esteso di non poco, mentre ciò che 
prima le si domandava conserva ancora, sostanzialmente, la stessa 
importanza. Sarebbe desiderabile che questo campo complessivo 
fosse ben delineato e messo in evidenza anche nell’insegnamento ; 
che fosse data il più presto possibile, nelle scuole, un’idea chiara 
delle relazioni che intercedono fra il mondo fisico e il mondo ma- 
tematico, del grado di esattezza con cuii concetti e le formole mate- 
matiche possono rappresentare enti e dipendenze fisiche, dei diversi 
modi in cui uno stesso ente o rapporto fisico può talvolta essere 
idealizzato. Così i giovani potranno avere fino dai primi anni un'i- 
dea chiara dei diversi indirizzi, secondo i quali richiedesi lavoro 
e progresso, e vi sarà maggiore probabilità che nessuno di 
tali indirizzi venga trascurato, ma bensì in tutti si avanzi contem- 
poraneamente e uniformemente; e d'altra parte, precisando bene 
quale sia e come debba intendersi il significato fisico, il valore 
pratico di un concetto o di un risultato matematico, accòosteremo 
l'insegnamento alla realtà, eliminando una divergenza e colmando 
una lacuna che sono tra i difetti più fatali a ogni ordine di scuole. 


4 


Torino, aprile 1911. 
GINO FANO. 


CENNI NECROLOGICI 


ROBERTO BONOLA. 


Il 16 maggio rgrI una grave perdita subiva la nostra Società. ROBERTO 
BoNOLA, nella giovane età di 36 anni, vinto da una lunga malattia, che 
ne aveva distrutto l’organismo, ma pareva non riuscisse a spegnere l’atti- 
vità dello spirito, lasciava nella desolazione la famiglia, gli amici, i discepoli. 

Laureatosi nel 1898 a Bologna, sua città natale, era stato colà assi- 
stente di Geometria Proiettiva e Descrittiva, poi professore nella R. Scuola 
Normale femminile di Petralia Sottana, indi in quella di Pavia, dove pre- 
stava anche l’opera di assistente ed incaricato presso la facoltà di Scienze. 
Recentemente era stato nominato, in seguito a concorso, professore straor- 
dinario nel R. Istituto Sup. di Magistero femminile a Roma. 

In questa nuova sede speravamo di averlo consigliere sagace a favore 
di questa nostra Società, che da molti anni gli era cara, e che da lui atten- 
deva il frutto di una singolare competenza acquistata nell’ insegnamento 
medio e superiore. Nel viaggio per raggiungere la nuova residenza, la morte 
lo colse a Bologna! 

Del Bonola e dei suoi scritti parlerà con affetto di condiscepolo e di 
amico il prof. U. Amaldi nel prossimo numero del Bollettino. Abbiamo 
però creduto doveroso di mandare, fin dal presente numero, un mesto sa- 
luto al Collega defunto, e la espressione delle vive condoglianze della 


« Mathesis » alla sventurata famiglia. 
II C. D. 


CARLO MÉRAY. 0) 


Siamìi lecito un ricordo personale! 

Quando nel settembre del 1808 ebbe luogo il primo dei periodici convegni 
della nostra Società, io, sollecitato dal presidente del tempo, tenni una con- 
ferenza, ove, fra l’altro, ricordai col debito onore coloro che avevano ten- 
tato di dare un assetto totalmente nuovo alla geometria elementare, col 
fondere la geometria del piano con la geometria dello spazio, e fra essi il 


(1) Hugues Ckar/es Robert Méray nacque a Chalons s/S. il 12 novembre 1835. Dal 
1854 al 1857 fu allievo dell’École Normale supérieure. Nel 1858 fu nominato professore 


